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Аннотация. Изучаются операторы Штурма-Лиувилля S$, 9 € [0,1], порожденные на 
промежутке [0,w] дифференциальным выражением 1(у) =  —у'' +  vy и краевыми условиями 
у(ш) =  ешву(0), у'(ш) =  егжву'(0), в € [0,1]. Потенциал v есть распределение первого порядка 
такое, что v =  q' +  С для q € L2[0,uj] и С £ С. Для исследования спектральных свойств данно­
го оператора применяется метод подобных операторов. Получены результаты об асимптотике 
спектра, базисности собственных и присоединенных функций, оценки равносходимости спек­
тральных разложений. Доказано, что изучаемый оператор (взятый со знаком минус) является 
генератором аналитической полугруппы операторов. Получено ее асимптотическое представ­
ление.
Ключевые слова: оператор Штурма-Лиувилля, сингулярный потенциал, спектр опера­
тора, асимптотика спектра, спектральные разложения, оценки проекторов, аналитическая по­
лугруппа операторов, метод подобных операторов.
1. Определение оператора. Работа посвящена изучению несамосопряженного 
оператора Штурма-Лиувилля Sg, 9 £ [0,1], порожденного на промежутке [0, а;] диф­
ференциальным выражением
l(y) =  - y "  +  vy,  ( 1)
с сингулярным потенциалом v, принадлежащим пространству И/2_ 1[0, а;], и краевыми 
условиями
ф )  =  е ^ у ( 0), у ' Ч  =  е ^ у \ 0) ,  0 £ [0, 1].
Если v =  0 (нулевой потенциал), то соответствующий оператор обозначается символом 
Sq. Он обычно играет роль невозмущенного оператора при изучении оператора Sg с 
потенциалом v £ Ь2[0,ш] (см. статьи [1], [2] и имеющиеся там ссылки).
Оператор умножения на сингулярный комплексный потенциал v не является подчи­
ненным оператору S#, и, в связи с этим, возникают проблемы применения регулярной 
теории возмущений линейных операторов ( [3]). В статье А.М. Савчука и А.А. Шкалико- 
ва [4] было дано корректное определение оператора Штурма-Лиувилля в пространстве 
L2[0,uj\ со скалярным произведением (х ,у )  =  ^ x(t)y(t)  clt, х, у £ L2[0, uj\, в случае 
сингулярного потенциала v £ W/2_ 1[0, о;], представимого в виде
v =  4  +  С , q £ L2[0, ш\ . (2)
Так как сдвиг потенциала на постоянную сдвигает спектр на ту же постоянную, 
то для удобства положим С  =  0 и qo =  0. В статье [4] была введена в рассмотрение 
квазипроизводная
У[1] =  У' ~  qy ,
Ку) =  ~ ( у [1]У -  яу[1] ~  ч2у - (3)
Определим операторы Se, 9 G [0,1], следуя [4], как операторы, порождаемые диффе­
ренциальным выражением (3):
Sey =  l (y ) ,  у е  D (L e) ,  (4)
с областью определения
D(Lo) =  { у  G Ь2[0,ш] : у ,у [1] G ^ [0 ,0 ;] ,  1{у) G Ь2[0 ,о;],
у(ш) =  eiw$y(0),  y 'M  =  e - V ( 0 ) } ,
где VK/fO,^;] — банахово пространство абсолютно непрерывных на [0, а;] комплексных 
функций.
Изучение оператора Штурма-Лиувилля с сингулярным потенциалом с введенными 
выше краевыми условиями представляет особый интерес. В работе П. Джакова, Б. Ми- 
тягина [5] показано, что для изучения спектральных свойств оператора Шредингера 
S с периодическим потенциалом v =  q1 +  С  из (Ж), q G (R), определяемого
в пространстве L2(K) дифференциальным выражением /(у) (формула (3)) и областью 
определения D (S ) =  { у  G : уШ G ^ / ^ ( Е ) ,  /(у) G L2(E)} ,  достаточно изучить
спектральные свойства введенного с помощью формулы (4) семейства операторов So в 
пространстве Ь2[0,ш]. А именно, оператор S есть замкнутый оператор с всюду плотной 
областью определения в L2(K) и непрерывным спектром. Операторы S$ также являются 
замкнутыми и имеют всюду плотную область определения в Ь2[0,ш]. Спектр операто­
ров Se дискретен, и непрерывный спектр оператора S представим в виде объединения 
по всем 9 G [0,1] дискретных спектров операторов Sg: cr(S) =  Uee[o i] <т(^ ) -
Изучению оператора Шредингера с сингулярным потенциалом посвящен целый ряд 
известных работ. В частности, заслуживают внимания исследования А.М. Савчука, 
А.А. Шкаликова [4], [6], П. Джакова, Б. Митягина [5], [7], [8], P.O. Гринива, Я.В. Ми- 
китюка [9], [10], И.В. Садовничей [11], Т. Каппелера, С. Мора [12].
В силу того, что функции из L 1[0,o;] представимы в виде q1 +  С, где q G W / [0, и;], 
в класс рассматриваемых операторов также попадают операторы с потенциалом из 
пространства L 1[0,o;]. Таким образом, все результаты, излагаемые в настоящей статье, 
справедливы и для оператора Sey =  —у" +  vy, v G L 1^ ,^ ], у{ш) =  егж9у(0), у'{ш) =  
ешву'(0), 9 G [0,1]. Среди работ, посвященных исследованию операторов такого вида, 
следует отметить работы О.А. Велиева [13]- [15].
Для исследования спектральных свойств операторов Sg будем использовать метод 
подобных операторов, разработанный А.Г. Баскаковым [16]- [24]. Суть этого метода 
состоит в преобразовании подобия исследуемого (возмущенного) оператора в оператор, 
спектральные свойства которого близки к спектральным свойствам невозмущенного 
оператора. Тем самым существенно упрощается изучение исследуемого оператора.
Для доказательства полученных результатов использовалась схема, подобная ис­
пользуемой в [24] для исследования спектральных свойств оператора Дирака.
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и дифференциальное выражение (1) переписывалось в виде
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Так как функция q2 G _Zv1 [0, и;], то она представима в виде
Ввиду того, что сдвиг потенциала на постоянную сдвигает спектр на ту же постоян­
ную, положим С =  0 и ро =  0. Для применения метода удобно преобразовать исходный 
оператор (4), задаваемый с помощью квазипроизводных, в подобный ему оператор Lq, 
определяемый с помощью классических производных:
Таким образом, для изучения спектральных свойств операторов Se достаточно изучить 
спектральные свойства операторов Ье, 9 G [0,1].
L2[0, а;], где В =  В\ +  В 2, В 2 — оператор умножения на потенциал и =  2pq—p2 G L2[0, а;], 
Bi  — оператор умножения производной на потенциал w =  2(р — q) G L2[0, a;], a А =  L°e — 
невозмущенный (свободный) оператор Штурма-Лиувилля.
Оператор А =  LPe =  S#, 9 G [0,1], является самосопряженным оператором с ком­
пактной резольвентой и собственными значениями
Соответствующий ортонормированный базис из собственных функций имеет вид
При этом для периодических краевых условий (для операторов L? =  Lq, 9 =  0) все 
его собственные значения двукратны за исключением числа Ао =  0. Для антиперио- 
дических краевых условий (для оператора L? =  L®, 9 =  1) все собственные значения 
двукратны, а при остальных 9 ф 0, 9 ф 1 — однократны.
Символом J будем обозначать одно из следующих множеств:
Пусть е]г, е2 — функции вида e*(i) =  en(t), e2(t.) =  en(—t), t G [0,u;], n G N. Через Pn, 
n G J, обозначим проекторы Рисса построенные по оператору S$ и множествам {А„} .  
Данные проекторы имеют следующий вид:
q2 = р '  +  С , р G W\ [0, а;] .
Ley =  - У ” +  wy' +  иу , w =  2(р -  q) , и =  (2pq -  р2) , у G D (L e) , (6)
D (Le) =  { у G W 2 [ 0, ш\ : у(ш) =  егжву( 0) , у'(и) =  е ^ У  (0)},  w, и G Ь2[ 0, ш\ .
Оператор Le в дальнейшем будем рассматривать в виде А — В : D(Le)  С Ь2[0,ш] —>
en(t) =  ег^ 2га+6>^  , t G [0, а;] , п G Z  .
J
z + =  N U { 0 } ,  9 =  0 , 9 = 1
Z 9 е  (0 , 1).
Рпх =  (х, е]г)е]г +  (х, е2г)е2г , п G N, Р0х =  (х, е0)е0, 9 =  0,
РпХ (#, еп)сп , /?' G Z, 9 G (0,1)
р»* = ( * . 4 ) 4 +  (*,«*)«*, « £  z +, е = 1 .
(9)
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2. Полученные результаты. Пусть X — комплексное банахово пространство, End X 
банахова алгебра линейных ограниченных операторов, действующих в X.
Определение. Два линейных оператора Ai : D(Ai)  С X —> X, г =  1, 2, называются 
подобными, если существует непрерывно обратимый оператор U G End X такой, что 
U D ( A 2) =  D(Ai )  п A iUx  =  UA2x, x  G D ( A 2). Оператор U называется оператором 
преобразования оператора Ai в А 2.
Теорема 1. Исходный оператор Шредингера Se вида (4), задаваемый с помощью  
квазпдпфференцпального выражения, подобен оператору Ье вида (6), определяемому 
с помощью классических производных.
Теорема 2. Оператор Ье =  А — В подобен оператору вида А — В, где оператор В  
представим в виде В  =  В 2( А з +  ц01), ц0 G р(А?) ,  а В 2 — оператор Гильберта-Шмпдта.
Пусть P(m), Pn, n G J, — спектральные проекторы Рисса, построенные по оператору 
Sg и множествам <т°г =  {Лj : |j| <  m }  и {А „} соответственно (см. (9)).
Теорема 3. Найдется такое число k G Ъ+, что оператор Ье =  А —В подобен операто­
р у  являющемуся прямой суммой операторов конечного ранга, а именно А — Р(к)ХР^) — 
«ei PnX P n, где оператор X  представим в виде X  =  Х 2(А^ +  fiol), Х 2 — оператор
\п\>к+1
Гпльберта-Шмпдта, a fio G р (А з). Оператор X  является решением основного (нелиней­
ного) уравнения метода подобных операторов (см. формулу (5) пз [24]).
Далее через щ  будем обозначать нулевой коэффициент Фурье функции и =  2pq — р2 
(см. формулы (2), (5)).
Теорема 4. Существует такое число m  G Z + , что спектр оператора Se представим 
в виде объединения
a(Se) =  (т0 IJ f оп j
V га el /
' 10)
|га|>ш+1
взаимно непересекающпхся множеств cr0, on, n G J, |/г| >  m  +  1, где <Jo конечное множе­
ство, а элементы множества о п имеют вид
(^ (2 п  +  в)^ + u 0n +  nan, ( 11)
где a n G I2, то есть суммируема с квадратом. Множества оп двухточечны для 9 =  0 п 
0 = 1  п одноточечны для остальных 0 G (0,1).
Пусть P(m), Pn, n G J, |/г| >  m +  1, — спектральные проекторы Рисса, построенные 
по оператору Se и множествам <Т(т ), <г„, n G J, |/г| >  т +  1 из теоремы 4 соответственно.
Теорема 5. Пусть m  G Ъ+ — число пз формулировки теоремы 4. Тогда операторы Se 
являются спектральными относительно разложения (Ю), а именно ряд
P(m)X +  «ei Рпх безусловно сходится для любого вектора х  G Ь2[0,ш]. Таким обра- 
|n|>m+l
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зом, справедливы следующие разложения единицы:
I — Рг +  Р(т)> I — Рп +  Р((пг) 1
гае! га el
|га|>ш+1 |га|>ш+1
Для любого подмножества П С (не обязательно конечного) символом Р(П) обо­
значим спектральный проектор Рп, а через Р(П) — спектральный проектор Рп.
n£Q
Через | • ||2 будем обозначать норму Гильберта-Шмидта.
Теорема 6. Д ля любого подмножества П С 1\ <т°г справедливы следующие оценки:
||-Р(П) — Р (П )||2 <  Const • шаха,,,гаеП
причем a n —> 0, п —> оо. В частности, имеет место равномерная равносходимость спек­
тральных разложений операторов Sg п S$:
lim ||P(m) N Л Рк Р{т)  ^ -Ffc 112 0П.—ЬПП ‘ J ‘ J
|fc|=m+l |fc|=m+l
fcel fcel
где m  G Z + — число пз условий теоремы 4.
Теорема 7. Пусть m  G Ъ+ — число пз условий теоремы 4. Тогда
'у Л 1 Рп ~  Рп 112 ^  001
: з  «
|n|>m+l
где рп — стремящаяся к нулю последовательность.
Теорема 8. Оператор —Sg является секторпальным [25] п генерирует аналитиче­
скую полугруппу операторов Т  : М+ —> End L2 [0, а;]. Эта полугруппа подобна полугруп­
пе вида r (m) ( t ) 0 T (m)(t), действующей b L 2|0,w] =  J{(m)® ^ m), где Я {т) =  Im P (m), 
IK(m) =  Im ( /  — P(m)) j a m  — число пз условий теоремы 4. Более того, имеет место сле­
дующ ее представление полугруппы T^m\t) для х  G Ь2[0, а;]:
T (m\ t ) x =  ^  e~Xkt( x , e k) e k, 6» G (0,1);
fcez
|fc|>m+l
T {m\ t ) x =  e- ((Afe+fc“o)/2' 2+fcCfc>2 ■ 2)*(x, ek)ek, 9 =  0, 9 =  1.
k£ Z+ 
k>m-\-1
Здесь Ад. — собственные значения оператора Sg, определяемые формулой (11), / 2х 2 =
1 0А /,• "  с 12\ ' i •
п Ск,2x2 =  ( 21 22 )> причем элементы с£, ij =  1, 2, к >  m  +  1, суммируемы с
у'к ск )
квадратом.
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SPECTRAL ANALYSIS OF STURM-LIOUVILLE OPERATOR  
W ITH  SINGULAR POTENTIAL
A.O. Shcherbakov
Voronezh State University,
Universitetskaya Sq., 1, Voronezh, 394006, Russia, e-mail: a.o.shcherbakov@gmail.com
Abstract. Sturm-Liouville’s operators Se, в € [0,1] defined on [0, w] by the differential expression 
l(y) =  —y" +  vy and boundary conditions y(w) =  ешву(0), у'(ш) =  егжву'{0), в € [0, 1] are studied. 
The potential v is represented by first order distribution such that, v =  q' +  С where q € L2[0, w] 
and С € С. The method of similar operators is used to analyze spectral properties of the operator. 
The asymptotic of spectrum, existence of basis of eigen and associated functions and the estimates 
of equiconvergence of spectral decomposition are obtained. It is also established that the operator 
(with a minus sign) is the generator of analytic semigroup. Its asymptotic is obtained as well.
Key words: Sturm-Liouville operator, singular potential, spectrum of operator, asymptotic of 
spectrum, spectral decomposition, estimates of spectral projections, analytic operator semigroup, 
similar operators method.
